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1.Vorkenntnisse

1.1 Nicht abbrechende Dezmalzahlen:
| ntervallschachtelung

Satz: Jeder abbrechenden ocer nicht abbrechenden, periodischen oder nicht periodischen
Dezimaldarstellung einer Zahl ist auf dem Zahlenstrahl genau ein bestimmter Punkt
zugeordnet. Dies gilt auch umgekehrt: Jedem Punkt auf dem Zahlenstrahl |&sst sich
eindeutig eine Dezamaldarstell ung zuordnen.

Demnach ist also der Zahl 1,25 eindeutig ein Punkt auf dem Zahlenstrahl zugeordnet.
Gleiches gilt fur 2/3, anders geschrieben 0,666...

Dieser Punkt liegt auf der Zahlengeraden im Intervall zwischen
[0,6; 0,7]

[0,66; 0,67]

[0,666, 0,667

Zwischen den Grenzen der Intervall e befinden sich urendich viele Punkte. Jedoch gibt es nur
einen Punkt in desen Intervallen, der die Zahl 0,666... bezechnet, dieser ist durch de
Dezimaldarstellung eindeutig bestimmt. Durch dese Methodk ist jeder rationalen Zahl
eindeutig ein Punkt auf dem Zahlenstrahl zugeordnet.

Auf diese Weise kann man auch de Punkte auf dem Zahlenstrahl zahlenméaf3ig erfassen,
denen keine rationale Zahl zugeordnet werden kann. Die Dezimaldarstellung
0,414411444111. bezeichnet beispielsweise einen Punkt auf der Zahlengeraden, der nicht
durch eine rationale Zahl erfasg wird. Er befindet sich zwischen

[0,4; 0,5]

[0,41; 0,42]

[0,414 0,415

[0,4144 0,4145

[0,41441 0,41447

[0,414411 0,414412

Dadie Intervalle, die sich dem Punkt anndhern, ineinander geschachtelt sind, wird eine solche
Intervallfolge ds Intervallschachtelung bezachnet.

Damit die Intervallschachtelung genau einen Punkt auf der Zahlengeraden bestimmt, miissen
folgende Bedingungen erfillt sein:

a) dielinken Intervall grenzen miissen stets gréf3er und de rechten stets kleiner werden,

b) dielinke Grenze enes Intervalls muss immer kleiner sein als die rechte Grenze,

c) die Intervallléangen missen mit wachsender Anzahl der Intervalle beliebig klein
werden.
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Punkte auf der Zahlengeraden mit rationalen Zahlen f h ren zu einer abbrechenden ocder
periodischen Dezimaldarstellung. Punkte ohre rationale Zahl besitzen eine nicht abbrechende
und richt periodische Dezmaldarstellung.

1.2 Bestimmung von Nullstellen von Funktionen

Um die Nullstellen einer Funktion f(x) zu bestimmen, setzt man den Term f(x) normalerweise
gleich Null. Die so entstandene Gleichung wird dann algebraisch gel6st, das hei(t, sie wird
nach x aufgel 6st. So erh It man gewohnlich dezimal darstellbare Ergebnissef r x. Dabei kann
eine Funktion maximal so viele Nullstellen haben, wie der Grad des Polynoms betr gt.

Nun gibt es aber auch Funktionen, bei denen de oben beschriebene Methode eine Gleichung
liefert, die nicht exakt gel0st werden kann. Die Nullstellen dieser Funktion werden durch
nicht rationale Zahlen beschrieben. Ein Beispiel f r eine solche Funktionist f(x) = x° + 2x - 2.

Zur Feststellung, ob eine solche Funktion berhaupt Nullstellen hat, kann man entweder das

Schaubild der Funktionim GTR ze&chnen lassen, oder man versucht zwei Stellen aund baus
Ds zu ermitteln, f r die die Funktionswerte f(a) undf(b) verschiedene Vorzechen haben. Hat
man zwei solche Punkte emittelt, hat die Funktionf mindestens eine Null stell e.

Ist aein Wert links der Nullstelle und beiner rechts
davon, so haben die Funktionswerte f(a) undf(b)
umgekehrte Vorzeichen (siehe Grafik).

Hier werden nundrei Verfahren beschrieben, um die
Null stell en solcher Funktionen n herungsweise zu
berechnen.
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2. Intervallhalbierungsmethode

Bei diesem Verfahren geht es darum, die gesuchte Nullstelle x* der Funktionf mit Hilfe der
Intervallschachtelung n herungsweise zu beredhnen. Hierzu sucht man ein Interval [a; b], in
dessen Grenzen die gesuchte Nullstelle liegt. Hierbei ist es snnvoll, ganzeZahlenf raund b
zuw hlen, wobei b=a+ 1 sein sollte. W rde man ein gr (eres Startintervall w hlen, w rde
man sich der gesuchten Nullstelle x* zu langsam ann hern. Wichtig ist, dassin dem
Startintervall nur eine Nullstelle liegt. Esist alsoa < x* <b.

Um sich der gesuchten Nullstelle x* zu n hern, ermittelt man de Mitte m des Intervalls[a; b],
wozu folgende Gleichung gel st wird: m; =% (a+ b). Der dadurch erhaltene Wat m; ist der
erste N herungswert f r die gesuchte Nullstelle x*.

Im n c hsten Schritt ermittelt man den Funktionswert an der Stelle m; f(m;). Da die gesuchte
Null stell e zwischen a und bliegt, hat der Funktionswert an der Stelle af(a) das umgekehrte
Vorzeichen wie der Funktionswert an der Stelle b f(b), weil an der Nullstelle einer Funktion
immer ein Vorzechenwedsel der Funktionswerte stattfindet. Hat f(m;) das gleiche
Vorzeichen wief(a), sowirdf r den n chsten Schritt die Intervallgrenze a durch m; ersetzt.
Hat f(m;) das gleiche Vorzeichen wie f(b), dann ersetzt man f r den nc hsten Schritt die
Intervallgrenze b duch m;.

Wiederhot man diese Schritte immer wieder, so erh |t man immer genauere N herungswerte
f r die gesuchte Nullstelle x*.

Das Verfahren heilt Intervallhalbierungsmethode, da die Intervalle bei jedem Schritt halbiert
werden.

Beim Intervallhal bierungsverfahren geht man also von einem Intervall [a; b] aus, in dessen
Grenzen sich eine Null stell e befindet. Durch de fortgesetzte Intervallhalbierung wird de
gesuchte Nullstelle in immer kleinere Intervall e eingeschlossen.

Will man den N herungswert f r x* auf u Dezmalen genau ausrechnen, so bricht man das
Verfahren ab, wenn sich de u + 1te Dezimale des N herungswerts m,, bei der n chsten
Wiederholung dieser Methode nicht mehr ndert undrundet dann den N herungswert
entsprechend auf u-Dezimalen. Beschlielt man also, dassman einen Wert auf drei Dezimalen
genau erhaten m chte, f h rt man das Verfahren so lange durch, bis sch de 4. Dezimale nicht
mehr ndert undrundet dann auf drei Dezmalen.

Welche Schwachpunkte hat das Verfahren?
Schwadhpunk der Intervall halbierungsmethode ist, dass wennin dem gew hlten
Startintervall mehrere Nullstellen liegen, unter Umst nden de , falsche* Nullstelle

eingegrenzt wird.

Auderdem nimmt die Genauigkeit der N herungen bel dieser Methode nur sehr langsam zu.
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3. Zwepunkt-Sekantenmethode

Bei diesem Verfahren n hert man sich der gesuchten Nullstelle x* der Funktionf indem man
links der gesuchten Nullstelle @nen Punkt A (a é&(a)) auf dem Schaubild der Funktionf und
rechts davon einen Punkt B (b & (b)) auf dem Schaubild vonf w hit undeine Gerade durch
diese Punkte legt. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der x-Achse ist dann der

N herungswert f r die gesuchte Nullstelle x*.

Zur Durchf h rung des Verfahrens sucht man ein Intervall [&; b], in dessen Grenzen de
gesuchte Nullstelle liegt. Hierbei ist es snnvoll, ganze Zahlen f r aund bzuw hlen, wobei
b=a+ 1seinsollte W rde maneingr (eres Startintervall w hlen, w rde man sich der
gesuchten Nullstelle x* zu langsam ann hern. Wichtig ist, dassin dem Startintervall nur eine
Nullstelle liegt. Esist alsoa < x* <h.

Um sich der gesuchten Nullstelle x* zu n hern, ermittelt man den Schnittpunkt S (s €0) der
Geraden duch A undB mit der x-Achse; s errechnet sich folgendermalen:

All gemeine Geradengl eichurg:
y=m*x+c

y-c=m*x

x=(y-c)/m (1)

Bedingung f r Nullstelle:

y=0 (2

Steigung der Geraden:

m = (f(a) —f(b)) / (a—b) (3)

y-Achsenabschritt:

y=m*x+c

c=y-m*x, Punkt auf der Geraden A (a &(a)) einsetzen:
c=f@-m*a (4)

(3)in (4):

c=f(@-((f(@ —f(b) / (a—b)) (5

(2)in (1):

x=(0-c)/m

X=-(c/m) (6)
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(3) in (6):
x=-c* ((azb)/(f(a) xf(b))) (7)

() in (7):

x = - (f(a) + ((f(a) (b)) /(a+h)) * &) * ((a+ b) / (f(a) +f(b))

x=(-f(@+ (((f(a) £f(b)) / (a£ b)) * &) * ((@a+ b) / (f(a) +f(b))

x=-((f(@* (ax b))/ (f(a) = f(b))) + (((f(a) +f(b)) * a* (a+h))/ ((a+b) * (f(a) = f(b)))
x=ax(f(@* (axh)/(f(a)=f(b))

X ist der gesuchte N herungswert s, damit ergibt sich zur Berechnurg von'sy:
si=ax(f(@* (axh)/ (f(a) (b))

Im n c hsten Schritt ermittelt man den Funktionswert an der Stelle s; f(s:). Dadie gesuchte
Null stelle zwischen a undb liegt, hat der Funktionswert an der Stelle af(a) das umgekehrte
Vorzeichen wie der Funktionswert an der Stelle b f(b), weil an der Nullstelle e@ner Funktion
immer ein Vorzechenwedsel der Funktionswerte stattfindet. Hat f(s;) das gleiche
Vorzeichen wief(a), sowird f r den n chsten Schritt die Intervallgrenze adurch s; ersetzt.
Hat f(s;) das gleiche Vorzeichen wie f(b), dann ersetzt man f r den nc hsten Schritt die
Intervallgrenze b duch s;.

Wiederhalt man diese Schritte immer wieder, so erh |t man immer genauere N herungswerte
f r die gesuchte Nullstelle x*.

Dadie Gerade durch die Punkie A undB eine Sekante des Schaubilds der Funktion f darstellt,
wird das Verfahren als Zweipunk-Sekantenmethode bezeichnet.

Bel der Zwel punk-Sekantenmethode geht man also von einem Intervall [& b] aus, in dessen
Grenzen sich eine Null stell e befindet. Durch de fortgesetzte Anwendury dieses Verfahrens
wird de gesuchte Nullstelle in immer kleinere Intervalle @ngeschlossen.

Will man den N herungswert f r x* auf u Dezimalen genau ausrechnen, so bricht man das
Verfahren ab, wennsich de u + 1te Dezimale des N herungswerts s, bei der n chsten
Wiederholung dieser Methode nicht mehr ndert undrundet dann den N herungswert
entsprechend auf u-Dezimalen. Beschlielt man also, dassman einen Wert auf drei Dezimalen
genau erhaten m chte, f h rt man das Verfahren so lange durch, bis sch de 4. Dezimale nicht
mehr ndert undrundet dann auf drei Dezmalen.

Welche Schwachpunkte hat das Verfahren?
Schwadhpunk der Zweipunk-Sekantenmethode ist, wie auch beim

Intervallhalbierungsverfahren, dass, wennin dem gew hlten Startintervall mehrere Nullstellen
liegen, unter Umst nden die, falsche” Nullstelle eingegrenzt wird.
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4. Newton-Verfahren

Um das Newton-Verfahren duchf h ren zu k nnen, muss die Funktion f diff erenzierbar sein.
Die gesuchte Null stelle wird mit x* bezeichnet. Man sucht einen N herungswert X, © [&; b],
der m glichst nah an der Nullstelle liegt. Ein Verfahren, mit dem meist ein guter Startwert
ermittelt wird, ist folgendes: Zuerst mussein Intervall der L nge 1 mit ganzen Zahlen als
Intervallenden bestimmt werden, das die gesuchte Nullstelle enth It (X0 © [&; b]; a® ganze
Zahlen; b = a+ 1). Als Startwert xo wird dann de Mitte des Intervalls gew hlit.

Von desem N herungswert Xo ausgehend legt man de Tangente im Punkt Py (Xo &(Xo)) an
das Schaubild von f. Die Gleichung der Tangente im Punkt Py lautet
y = f(Xg) + f'(Xo) (X - Xo).

Dann kerechnet man de Stelle x;, an der die Tangente die x-Achse schneidet. Dazu muss der
y-Wert der Tangente Null sein, es ergibt sich folgende Gleichurg:

0 =1f(xg) + f'(Xg) (X1 £ Xo) mit f’'(xo) O

L st man diese Gleichung nach x; auf, ergibt sich:

'(Xo0) (X1-X0) = - f(Xo)
X1% Xo = - (f(Xo) / T'(X0))
X1 = Xo x (f(x0) / f'(x0))

Oft ist x; ein besserer N herungswert f r x* as xo. Nunwiederhdt man dese Rechnurg mit
dem neuen Startwert x; undso fort. So erh It man (unter gewissen Voraussetzungen, s. u.)
eine Folge Xo, X1, Xa,..., die @nenimmer besseren N herungswert f r x* darstellen.

- F rdas Newton-Verfahren gilt also:
Hat die diff erenzierbare Funktion f eine Nullstelle, so kann man
diese n herungsweise mit dem Newton-Verfahren ermitteln.
Die Iterationsvorschrift (iterae (Iat.): wiederholen) mit dem
Startwert xo lautet:

Xne1 = Xn £ (F(Xn) / F'(Xn)) , N ° ganze Zahlen, f’(x) O

Will man den N herungswert f r x* auf u Dezmalen genau ausrechnen, so bricht man das
Verfahren ab, wennsich de u + 1te Dezimale des N herungswerts m,, bei der n chsten
Wiederhoung dieser Methode nicht mehr ndert undrundet dann den N herungswert
entsprechend auf u-Dezimalen. Beschlielit man also, dassman einen Wert auf drei Dezimalen
genau erhaten m chte, f h rt man das Verfahren so lange durch, bis sch de 4. Dezimale nicht
mehr ndert undrundet dann auf drei Dezmalen.

Welche Schwachpunkte hat das Verfahren?
Das Verfahren ist auf all e diff erenzierbaren Funktionen anwendber. Bedingung ist, dass

f'(xn) 0ist, dasonst der Quotient f(x) /f'(x,) nicht definiert ist, da durch Null nicht
dividiert werden darf. Damit w re auch der Term Xn.1 = Xn £ (f (Xn) / /(X)) nicht definiert.
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Jedoch k nnen auch, wenn de Funktion dese Bedingungen erf Ilt, Probleme auftreten,
n mlich dann, wenn de x,-Werte nicht gegen de gesuchte Nullstelle x* streben. In desem
Fall mussein Startwert xo gew hlt werden, der n her an der Nullstelle x* liegt.

Hier einige Beispiele an denen deutlich wird, wieso der Startwert xo m glichst dicht an der
gesuchten Nullstelle x* liegen muss.

Fig. 1.
fX)=M1x)£(Q/x)+2

Die gesuchte Nullstelle liegt im Intervall zwischen [0; 1]

W hlt man den Startwert xo= 1, so liegt der Wert von x
aulerhalb des Definitionsbereichs der Funktion. Die Funktion ist
n mlich nu f r positive x-Werte definiert. Man muss X, also so
w hlen, dasses m glichst nahe an x* liegt.

Fig. 2:
F(x) = (03 +2x+ 1) / (x + 1)*

Hier liegt die gesuchte Nullstelle x* zwischen +1 undO. F r den

Startwert x; = 0 streben de x,-Werte gegen urendich, dasich

zwischen x* undXxg ein Extremwert der Funktion befindet. Links

des HochpunKs liegt x*, auf dieser Seiteist die Steigung des

Schaubilds der Funktionf pasitiv, rechts des HochpunKsist sie
negativ. W hlt man einen Ausgangswert Xo, der auf der anderen Seite @nes Extremswerts
liegt, as die gesuchte Nullstelle x*, so kann man de Nullstelle mit dem Newton-Verfahren
nicht n herungsweise bestimmen. Dies ist der Fall, da sich de Schnittpunkie der Tangenten
mit der x-Achse dann ne beliebig an x* ann hern.

Fig. 3:
F(X) = %X+ X3+ x2- Y,

Die gesuchte Null stell e befindet sich in desem Beispiel links
eines Extremwerts der Funktion, der Startwert Xo rechts davon. In
diesem spezellen Fall streben die x,-Werte gegen eine Null stell e,
die nicht die gesuchte ist. Diesist der Fall, wenn auf der anderen
Seite des Extremwerts der Funktion eine weitere Null stell e liegt.

Das Newton-Verfahren hat al'so Schwachpunke, wennin der Umgebung der gesuchten
Nullstelle x* ein Extremwert undoder eine weitere Nullstelle der Funktion liegt, oder wenn
die gesuchte Nullstelle x* nahe an der Grenze des Definitionsbereichs der Funktion liegt.
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5. Qusdlen

LS Analysis Grundkus, Gerhard Br stle u.a., Ernst Klett Verlag
LS9, August Schmid (Hrsg.), Ernst Klett Verlag

http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/lexikon/N/newton verfahren.html
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Anhang

A1l Handou
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Néaheru ngsweises Bestimmen van Nullstellenvon Funktionen

1. Intervallhalbierungsmethode

Die gesuchte Null stelle x* der Funktion f soll mit Hilfe der Intervallschachtelung
n herungswei se berechnet werden.

1. Hierzu sucht man ein Intervall [& b], in dessen Grenzen die gesuchte Nullstelle liegt;
sinnvoll: ganze Zahlen f raund bw hlen, wobei b =a+ 1 sein sollte. Es darf nur eine
Nullstelle in desem Startintervall liegen.
N herungswert f r x* ist die Intervallmitte: m; = (a+b)
f(m;y) ermitteln. Hat f(m,) das gleiche Vorzeichen wie f(a), sowird f r den nchsten
Schritt die Intervall grenze adurch m; ersetzt. Hat f(m;) das gleiche Vorzeichen wie
f(b), dannersetzt man f r den nc hsten Schritt die Intervallgrenzeb duch m;.
4. Wiederhdt man dese Schritte immer wieder, so erh It man immer genauere

N herungswertef r die gesuchte Nullstelle x*.

wn

2. Zweipunkt-Sekantenmethode

Die gesuchte Nullstelle x* der Funktion f wird n herungswei se bestimmt, indem man links
der gesuchten Null stelle einen Punkt A (a é(a)) auf dem Schaubild der Funktion f undrechts
davon einen Punkt B (b & (b)) auf dem Schaubild vonf w hlt undeine Gerade durch diese
Punkte legt. Der Schnittpunkt S (s é0) dieser Geraden mit der x-Achse ist dann cer

N herungswert f r die gesuchte Nullstelle x*.

1. Hierzu sucht man ein Intervall [a; b], in dessen Grenzen die gesuchte Nullstelle liegt;
sinnvoll: ganze Zahlenf raund bw hlen, wobei b =a+ 1 sein sollte. Es darf nur eine
Nullstelle in desem Startintervall liegen.
N herungswert st r x* bestimmen: s; =a+ (f(@) * (ax b))/ (f(a) £f(b))
f(s,) ermitteln. Hat f(s;) das gleiche Vorzeichen wie f(a), sowird f r den n chsten
Schritt die Intervallgrenze adurch s; ersetzt. Hat f(s;:) das gleiche Vorzeichen wie f(b),
dann ersetzt manf r den nc hsten Schritt die Intervallgrenzeb duch s;.
4. Wiederhdt man dese Schritte immer wieder, so erh It man immer genauere

N herungswerte f r die gesuchte Null stelle x*.

wnN

3. Newton-Verfahren

Um mit Hilfe des Newton-Verfahrens die gesuchte Null stelle x* einer Funktion f

n herungsweise bestimmen zu k nnen, muss die Funktionf diff erenzierbar sein undf' - 0
sein. Aulierdem darf keine Extremstell e der Funktion zwischen x* undxg liegen. Der

N herungswert f r x* wird bestimmt, indem man den Schnittpunk der Tangente in einem
Punkt nahe x* an das Schaubild von f mit der x-Achse ermittelt.

Sinnvoller Startwert: Intervall der L nge 1 mit ganzen Zahlen als Intervallenden bestimmen,
das die gesuchte Nullstelle enth It (xo & [& b]; aé ganze Zahlen; b = a+ 1). Als Startwert x
wird dann de Mitte des Intervalls gew hit.

Berechnurg des N herungswertesf r x*: X1 = Xo £ (f(Xo) / f'(X0))

Oft ist x; ein besserer N herungswert f r x* as xo. Nunwiederhdt man dese Rechnurg mit
dem neuen Startwert x; undso fort. So erh It man (unter gewissen Voraussetzungen) eine
Folge Xo, X1, X2,..., die @nen immer besseren N herungswert f r x* darstellen.



